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1 はじめに
本研究の目的はヒートシールの品質管理から得られた．ヒートシールは日用品，加工食品を中心に，多様な
製品の包装容器に使われている．これは包材の界面を一度熱で溶かすことで袋を接着するものである．ヒート
シールは溶融時の温度を上けるほど接着はしやすくなるが，一方で温度を上げ過ぎると，しわの発生，素材の劣
化等の問題が生じ，扱いが難しい．そのため，シール溶着面の溶融時の温度に伴う変化を明らかにする必要が
ある．ヒートシール界面の状態が正確に推定できれば，溶着させるための最適な温度設定を導くことが可能に
なる．
共同研究企業により，ヒートシール断面の顕微鏡写真が撮影されており，画像からシールの溶着面，非溶着面
の長さを測定することができる．解析対象はこの長さのデータである．このデータから，ある温度でシールし
たときに，どの程度の長さの溶着面，非溶着面が，どの程度の割合で出現するのか，統計的にモデル化する必要
がある．しかし，顕微鏡の限られた視野から，界面の長さを観察するため，データに打ち切りが発生する．す
なわち，長さの測定対象となる界面が，全て顕微鏡写真に収まっていれば，完全なデータが得られるが，対象の
界面が写真の端で途切れてしまう場合，界面の長さを完全に測定することはできない．解析対象データについ
ては，2 節で述べる．打ち切りデータをパラメトリックに扱うため，3 節で生存時間分析分野の手法を紹介し，
4 節でそれを拡張する．
2 解析対象
目的は，ヒートシール溶着面の溶着時の温度にともなう変化を明らかにすることである．観測されるのは，界
面の長さ，その界面が溶着しているか否か，そしてヒートシール溶着時の温度である．シール界面は線分と見
ることができ，その状態は溶着しているか，していないかの二通りに明確に区別できる．そのためこの研究は，
顕微鏡写真の限られた視野から，シール溶着面，非溶着面の長さを正確に推定する問題である．水準は溶着時
の温度により，85, 90, 95, 100, 105, 110, 115, 120, 130, 140（℃）の 10段階にわかれ，それぞれ各 10
枚の顕微鏡写真がある．方針上，温度の影響を解析できるモデルでなければならない．すなわち温度を説明変
数にしたパラメトリックモデルを構築する．
3 先行研究
生存時間分析の分野では，観測されたデータに打ち切りがある場合の最尤推定について研究がなされている．
その成果を本研究に適応するために，まず，観察期間 (o; o+ t) 内のランダムな時間に到着した m 人の患者
の生存時間分布の推定を考える．観測されるのは変数の組 (Zi = zi; Di = di), (i = 1; : : : ;m) である． Zi
はそれぞれ独立に同分布 F に従うとする．Di は右打ち切りの有無を表し，観測が打ち切られた場合に 0，そ
うでなければ 1 の値をとる．打ち切りの発生は Zi と独立に生じるものとする．di = 0 のとき，観測値 zi が
示すのは，患者 i の生存時間が zi 以上であるということである．よってこの場合，尤度は
mY
i=1
ff(zi)gdi f1  F (zi)g1 di (3.1)
となる（クラインら (2012) 等を参照）．生存時間分析の分野では非常に良く知られた Kaplam-Meier 推定
量は，この尤度を最大化するノンパラメトリックな推定量と見ることができる（Andersen et al. (1995)）．
次に，観察の原点 o の前に到着した l 人の患者の，o からの生存時間も観測されているものとする．これを
(Wj = wj ; Ej = ej), (i = 1; : : : ; l) と表す．Ei は右打ち切りの有無を表し，観測が打ち切られた場合に
0， そうでなければ 1 の値をとる．標本の大きさは N = m+ l である．再生過程における定理により，時
刻 o で生存している患者の余命が w 以上の割合は，o が十分大きいとき， G(w) =
Z 1
w
(1  F (u))= du
となる（デュレット (2005)）．ここで  は分布 F の平均を表す． G は生存関数であるから，密度関数は
g(w) =   d
dw
G(w) = (1   F (w))= である．Laslett (1982) では，患者の到着が定常ポアソン過程に従
うことを仮定し，m がパラメータ N = m+ l, =(+ t) の二項分布に従うことを指摘した上で．上記の状
況で最大化すべき尤度はこれらをすべて掛け合わせたものになると述べている．すなわち尤度 L は，
L =

m+ l
l


+ t
l 
t
+ t
m

mY
i=1
ff(zi)gdi f1  F (zi)g1 di
lY
j=1
fg(wj)gej fG(wj)g1 ej ; (3.2)
である．
4 提案手法
2 節で述べた状況で，3 節の生存時間にあたるのは線分の長さである．この分布を最尤推定するために生存時
間分析の手法を応用する．
解析対象データの，顕微鏡の視野の左端点，右端点で線分が途切れている状況は，Laslett (1982) で議論さ
れたそれに近い．しかし，3 節の方法を直接適用することはできない．最大化すべき尤度，（3.2) 式では  を
定数として扱っている．しかし本研究では解析の目的上，温度に応じて平均  が変化しなければならない．そ
こで ak（k = 1; : : : ; N）なる変数を導入し，患者 k が観測開始時刻 o の前に到着した場合に 1, そうでな
ければ 0 の値をとるものとする．第 1 節の仮定の下で，ak はパラメータ k=(k + t) のベルヌーイ分布に
従う．
これにより (3.2) 式の二項分布をベルヌーイ分布に置き換えることができる．表記の都合上，記号を
(z01 : : : ; z
0
N ) = (w1; : : : wl; z1; : : : zm), (d
0
1 : : : ; d
0
N ) = (e1; : : : el; d1; : : : dm) と付け変え，
L =
NY
k=1

k
k + t
ak  t
k + t
(1 ak)

h
ff(zk)gdk f1  F (z0k)g1 d
0
k
i1 ak hfg(z0k)gd0k fG(z0k)g1 d0kiak : (4.1)
この尤度 L を最大化するパラメータを求めれば良い．この方法を拡張 Laslett 法と呼ぶことにする．
比較対象として顕微鏡の視野の左端点，右端点あるいは両端で途切れた線分を右打ち切りの観測とみなして，
式（3.1）に代入し，この尤度を最大化するパラメータを推定する方法を簡便法と呼ぶことにする．先の記号を
用いて表すと，簡便法は式（3.1）において zi を z0i, di を d0i(1  ai), m を N にそれぞれ置きかえたもの
を尤度とみる．顕微鏡の視野の左端点で線分が途切れている状況は，左打ち切りと呼ばれるものとは異なるこ
とに注意する．z が左打ち切りされた観測値であるという場合，z の完全な値が z 未満であることを意味する
（Turnbull (1976)）．しかし視野の左端点で線分が途切れている状況では，線分の完全な長さは観測値以上で
ある．
これより具体的な分布として，指数分布とワイブル分布を考えることにする．これらは寿命分布のモデル化
の際に広く使われている．まず指数分布の密度関数は f(x) = 1b exp ( x=b) であるから，これより生存関数
は 1  F (x) = exp( x=b)，平均  = b である．ここから 3 節で述べた関数 g および G は容易に計算で
き，g(x) = (1   F (x))= = f(x)，G(x) =
Z 1
x
g(u) du = 1   F (x) である． f と g，1   F と G
がそれぞれ一致するが，指数分布の無記憶性を考えればこの結果は驚くべきことではない．一般の場合にはこ
の関係は成り立たない．逆に G(x) = 1  F (x) と置き，微分方程式を解けば，1  F (x) = exp( x=b) が
得られ，両者が一致するのは X が指数分布に従う場合に限られることがわかる．
ワイブル分布の場合，密度関数は f(x) = 
b

b
 1
exp

 
x
b

，生存関数 1   F (x) =
exp

 
x
b

, 平均は
 = b (1 + 1=); (4.2)
ただし  (c) =
Z 1
0
uc 1e u du（ガンマ関数）である．また g(x) = (1  F (x))= である．G について
はやや煩雑な形になるが，
G(x) =
Z 1
x
g(u) du
= 1  
 
1 + 1 ;
 
x
b

 
 
1 + 1

exp
  xb    xf1  F (x)g ;
と表すと数値計算上都合がいい．ここで (c; x) =
Z x
0
uc 1e u du（不完全ガンマ関数）である．
5 解析結果
解析にあたって，引き続き指数分布とワイブル分布によるモデル化を行った．界面の長さに指数分布を仮定し
た場合，溶着面の長さにモデル式 Fs(zi) = 1  exp ( z=bsi), bsi = exp(s0 + s1xi)，非溶着の長さにモ
デル式 Ff (zi) = 1  exp ( x=bfi), bfi = exp(f0 + f1xi) をそれぞれ当てはめ，パラメータ s0, s1,
f0, f1 を推定した．ここで xi は温度である．ワイブル分布についても同様に，溶着面の長さにモデル式
Fs(zi) = 1 exp ( (z=bsi)s ), bsi = exp(s0+s1xi)，非溶着の長さに Ff (zi) = 1 exp

 (x=bfi)f

,
bfi = exp(f0 + f1xi) をそれぞれ当てはめ，パラメータ s, s0, s1, f , f0, f1 を推定した．対数
尤度が最も大きいモデル，AIC が最も小さいモデルはともに拡張 Laslett 法によるワイブルモデルである．
温度 x における平均溶着率を (x) で表すと，その推定値 ^(x) は，
^(x) = ^s=(^s + ^f ); (5.1)
で求められる．モデルによる推定値と実測値の残差平方和が最も小さいモデルは，拡張 Laslett 法によるワイ
ブルモデルである．
また，^(x) の逆関数 ^ 1(p) により，目標の溶着率 p（0 < p < 1）に達する温度を推定することができ
る．例として溶着率 p = 0:999 となる温度の推定値を，表 1 に示す．簡便法は温度の影響を過大評価する傾
向があるため，目標の溶着率に達する温度を低めに見積もっている．
表 1 溶着率が 99.9%に達する温度の推定値．
拡張 Laslett 法 簡便法
指数モデル 120.46 112.04
ワイブルモデル 121.41 116.66
6 考察と今後の課題
ヒートシール溶着率の推定にあたって，簡便法の使用によって生じるバイアスは，無視できないものである．
しかし本研究で提案した拡張 Laslett 法によって，より正確な推定が可能になる．
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